Производная и интеграл.
Перечень вопросов, рассматриваемых в теме:
· задачи, решаемые с применением производной
· задачи, решаемые с применением первообразной и интеграла
Глоссарий по теме
Производной функции в данной точке называется предел разностного отношения:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/56bb8b73-9e2d-40ca-bdeb-110a25781b26.png]
Уравнение касательной к графику данной функции в данной точке y=f(x)+f '(x0)(x-x0)
Функция у=f(x) возрастает на промежутке (a; b), если для любых х1, х2 из этого промежутка, таких, что х1<х2, выполняется неравенство у1<у2. Иными словами, меньшему значению аргумента соответствует меньшее значение функции.
Функция у=f(x) убывает на промежутке (a; b), если для любых х1, х2 из этого промежутка, таких что, х1<х2, выполняется неравенство у1>у2. Иными словами, меньшему значению аргумента соответствует большее значение функции.
Промежутки возрастания и убывания функции называют промежутками монотонности этой функции. Слова «функция монотонна на данном промежутке» означают, что функция на этом промежутке возрастает или убывает.
Точка х1 называется точкой максимума функции f, если для всех х из окрестности точки х1 выполняется неравенство f(x)<f(x1).
Точка х2 называется точкой минимума функции f, если для всех х из окрестности точки х2 выполняется неравенство f(x)>f(x2).
Для точек максимума и минимума принято общее название – точки экстремума.
Значения функции в этих точках называют соответственно максимумами и минимумами. Их общее название – экстремум функции.
Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) на промежутке (a; b), если f(x)=F'(x) в каждой точке промежутка (a; b).
Дифференциальные уравнения связывают функцию и ее производные различных порядков. В дифференциальном уравнении в качестве неизвестной выступает не число, а функция.
Решением дифференциального уравнения называют любую функцию, при подстановке которой в это уравнение получается тождество.
Фигура, ограниченная графиком неотрицательной функции f(x), заданной на отрезке [a; b], отрезком [a; b] и прямыми x=a и x=b, называется криволинейной трапецией.
Разность значений первообразной F для функции f точках b и a называется определенным интегралом этой функции от a до b.
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1. Определение производной
Напомним, что производной функции в заданной точке называется предел разностного отношения:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/29ca0b88-b266-4b76-a88e-6cbb4a7e6562.png]
Напомним правила вычисления производных:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/04835205-5497-4c62-a8c1-f90fccf27ff7.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/da8f008d-0832-4c73-b68c-e0abdb246167.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/a7330f20-18f1-44d0-b7a3-37492f8bb5ec.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/09815717-9629-45ba-8c9c-645e11b32ec3.png]
Приведем пример:
Найти производную функции:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/67ec0a0f-2ba9-4166-a3f0-37b2b96db89d.png]
Решение:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/68456dbf-fa4e-4f01-b3e7-912134df4fbc.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/7770ee84-1d9c-443c-80b9-65940948b5db.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/b1ad087c-1eb0-4af5-9a21-ac536fafe6fd.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/90add423-24d8-47db-b30d-b1b614ae0806.png]
Ответ: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/3cb7ddfa-542c-4688-9441-c495ed3531eb.png].
2. Решение задач с помощью производной.
Напомним, что геометрический смысл производной - это угловой коэффициент касательной. Те есть значение производной в данной точке равно угловому коэффициенту касательной к графику функции в заданной точке: f'(x0)=kкас.(x0)
Задача 1.
Найдем угол, под которым график функции [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/744dd65b-74e0-4dd0-911a-a08318aa6a85.png] пересекает ось абсцисс.
Найдем производную данной функции: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/674ae7b6-5521-4c1b-afa9-243ecb7ce5a8.png] .
Так как нам нужно узнать угол, под которым график функции пересекает ось абсцисс, нам нужно найти эти точки пересечения. Для этого решим уравнение: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/c3448efb-3fc9-4b46-90e4-7cfeaf7d732b.png].
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/3bff3841-10e2-4625-b6d2-25a306068063.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/e94f8702-61c4-4d59-8996-ea51fca0e27e.png]
То есть график данной функции пересекает ось абсцисс в трех точках с найденными абсциссами.
Угол пересечения графика функции оси абсцисс - это угол, под которым касательная, проведенная к графику данной функции в точке с соответствующей абсциссой, пересекает ось абсцисс.
Угловой коэффициент касательной - это тангенс угла наклона касательной к оси абсцисс. Поэтому нужно найти значение производной данной функции в точках пересечения ее графика с осью абсцисс.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/12d9db9a-998a-4be8-b50e-a73f5e0ddbdb.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/6e416dc8-5b22-4654-a7f2-bae56d02a1d2.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/a0c9f233-f00b-44f2-8fa1-ecbea3debfb3.png]
Найдем углы:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/64089d46-012b-453d-b38f-941b97f653c8.png], [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/39d02a69-08a6-41b2-a4cf-40da41d27c21.png], угол тупой, функция убывает
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/6d5619e2-fe90-4a5e-b9bc-45e406f2a174.png], [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/a3284c6f-2463-4955-a45e-4624cd85fd91.png], угол острый, функция возрастает
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/c5b19195-bf5e-4a5c-8d01-0d85aa18953e.png], угол острый, функция возрастает
Вспомним механический смысл производной.
Производная - это скорость материальной точки, положение которой изменяется по заданному закону.
Решим задачу 2.
Движение материальной точки описывается данным уравнением:
x(t) = 4+5t – 6t2 + 2t3.
Найти скорость и ускорение точки в момент времени 3.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/5dc5e220-ef4e-4935-97fa-a8e57a09c1e1.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/653f0fb3-0c7f-4a50-9ff3-e8b953ef444b.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/c4c030cd-7d4f-4e95-aa11-b499d64615fc.png]
a(t)=-12+12·3=24.
Ответ: v=23; a=24.
Теперь напомним решение задачи на наибольшее и наименьшее значение, которая также решается с помощью производной.
Задача 3.
Найти прямоугольник наибольшей площади, вписанный в окружность радиуса R.
Решение:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/68518383-da9b-42a2-a2dc-6f4271f4da37.png]
Рисунок 1 - Иллюстрация к задаче 3
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/9f674795-2c25-499e-9447-4a2aced8531f.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/39c7c407-42bd-493e-b1c4-e16753cd017f.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/7f31698e-a642-402c-928e-f14c2c4bdd0d.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/d1e70866-cf71-4c6d-80af-8197322e01ed.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/3f519382-7187-4db3-90a1-5a114fd25711.png]
Исследуем функцию [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/d587b43d-675c-4eab-9cac-b0ac41711df5.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/ad8fc276-97fa-49ed-8563-d0f5b396ba06.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/f9be1f5c-a31e-4c03-8e5b-542b4ceff564.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/89a53081-b273-4272-b5ca-2c88a1d9b1b8.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/8f11a361-d711-4b62-8010-6052f8037a3d.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/2e0797e8-f7a1-4c7a-a15b-311bf5230067.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/8e17bbfb-d4b3-4155-a32f-cfa71f440384.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/8561d273-5e95-47e6-ac2d-bacbd02d5469.png]
При [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/11678883-06ae-4440-bb9d-36d81ff01aa1.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/be83b46d-29ec-4116-a46e-218032de8b75.png]
Прямоугольником наибольшей площади, вписанным в круг радиуса R, является квадрат со стороной [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/dd1dcce4-88c2-4dd4-997f-8ae5513dd175.png].
3. Теперь перейдем к повторению первообразной и интеграла.
Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) на промежутке (a; b), если f(x)=F'(x) в каждой точке промежутка (a; b).
Все первообразные для данной функции отличаются друг от друга на константу
Пример.
Покажем, что функция [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/820963d5-3b5f-4895-99fa-7528a0e9363b.png] является первообразной для функции [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/e239ca1d-fb28-455e-a80f-3619ea31d8c8.png].
Найдем производную: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/b28a546b-0eba-4f03-b6ba-758982191205.png].
Преобразуем полученную функцию:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/bc20ec6f-fd9c-4770-80f7-4109fb8bfa14.png] .
Получили функцию f(x).
4. Решение задач
Задача 4.
Найдите первообразную для функции [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/337563b1-6d83-41f7-ab21-425cac40d340.png], удовлетворяющую заданным условиям: F(1)=6.
Решение:
Для функции [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/8238857a-92ea-4433-894f-025bd5a30722.png] первообразными является функции вида
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/0f330621-6bdc-4fb2-ad9b-47e65db1d6b1.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/e062f826-6057-4304-bed7-1eaf9e3899b7.png]
По условию: F(1)=6
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/bbad8ed3-6ce8-4d52-876c-4e3ce6f0dfb5.png]
С=5,4
Ответ: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/2eb416c5-7a0a-48ad-9ddf-3032b8881117.png]
Задача 5.
Точка движется прямолинейно с ускорением
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/e88cf0f3-d046-41eb-9a90-8bab575344fb.png] Найдите закон движения точки, если в момент времени t=1с ее скорость равна 10м/с, а координата равна 12 (единица измерения ускорения 1м/с2)
Так как [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/ec71cbaf-b76e-4b6f-9e06-bdc65e58831f.png], то v(t) - первообразная для функции a(t).
Так как [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/1cf74a33-0e87-4a53-9ab7-d529549f3d8b.png], то s(t) - первообразная для функции v(t).
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/70ff4ad8-48ae-4af3-8736-027b3cec895f.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/58c84313-df4d-45c8-8687-1d44c1a4d073.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/dc17fca3-2f87-48ad-9ab8-cf173c68e79d.png], [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/4101e679-0035-447d-83a7-ec8bb6704170.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/de2d634f-c594-4224-b988-79fcb5bdb2eb.png], [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/af72b1bb-0b69-4048-8872-fe0487ffccf4.png]
Ответ: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/fd83453e-7412-476e-a7bb-5c2b641820d6.png]
Задача 6.
Вычислите объем тела, ограниченного плоскостями x=0, x=0,5 , площадь сечения которого плоскостью, параллельной плоскости yOz и отстоящей от нее на расстоянии х, меняется по закону: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/3cbb356f-725f-4786-8c3e-716a64e835be.png]
Решение:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/87777cd7-99ae-4196-9456-b86aa1cf737a.png].
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/a91e9f49-1468-4169-ae7f-634dc7734e85.png] (куб.ед)
Задача 7.
Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками следующих функций.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/dac85e13-9d0b-4db5-a4af-1afb0627868b.png].
Решение:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/1723a34c-d453-4a60-819b-ad5937580c95.png]
Рисунок 2 - Иллюстрация к задаче 6.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/75a975f7-97f4-4221-b472-00d9c8fb28b4.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/c0720a51-fb64-47e5-af60-c3a884942889.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/de51faa9-854d-491e-b023-1ae84088a521.png]
Ответ: 7,5 кв.ед.
Примеры и разбор решения заданий тренировочного модуля
1. Найдите аргумент, при котором функция [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/5edd6300-8c7f-43d5-b951-2f6d576f1024.png] достигает наибольшего значения на отрезке [-3; -1].
Решение:
Найдем производную данной функции, сначала преобразуем функцию, выделив целую часть: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/6f34ba47-5a1f-4af7-93d4-f3285bb37de0.png].
Теперь найдем производную:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/fb9dbd4b-7188-4abb-adc2-a91a8dd86cc9.png] .
Полученная производная изменяет свой знак в точках 2 и -2, в точке 0 функция и производная не определены.
Так как задан отрезок [-3; -1], то рассмотрим поведение производной вокруг точки -2.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/d055f9a2-869a-44f5-9228-1ab425a6d751.png]
Так как на данном отрезке функция имеет единственную точку экстремума (максимум), то наибольшее значение она принимает в этой точке.
Ответ: -2
2. Вычислите массу участка стержня от x_1[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/bc58292a-d400-4d9b-890b-2ce7f3123d6f.png] до [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/2b6105cf-c5a0-472d-b742-ef959bf3b87d.png], если его линейная плотность задается формулой [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/ac4c8259-b9cf-48da-b674-89a3a10ad732.png].
Решение:
Масса участка стержня на заданном участке выражается интегралом: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/0405bb33-7cc9-4917-ac0d-f8211cf5f0df.png].
Для того чтобы найти массу участка стержня от [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/b3cdbcdf-e3ab-4398-b42e-7a50087c7c18.png] до x_2[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/cd00b3ee-c4c7-48da-87ef-ecb438e9736b.png], если его линейная плотность задается формулой [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/a0a94e5a-edcf-4035-a722-653cd791261f.png], вычислим интеграл:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/9d1c8123-10f8-4c97-ba42-a9d13e84df6d.png].
Ответ: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/2cbdb9d1-3545-4e26-9060-97b943de2468.png].
3. Найти путь, пройденный при свободном падении телом за первые 5 секунд (ускорение равно 9,8 м/с2)
Решение.
Скорость в момент времени t равна 9,8t.
Значит, путь, пройденный за промежуток времени [0; 5], выражается определенным интегралом:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4163/20190202160442/OEBPS/objects/c_matan_11_52_1/e2c12cd0-89df-44ca-8bb3-5642d123249c.png] м
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