Предел последовательности.
Перечень вопросов, рассматриваемых в теме:
1) определение предела последовательности;
2) основные свойства пределов;
3) виды неопределенностей и способы их устранения;
4) правила вычисления пределов функции на бесконечности.
Глоссарий по теме
Занумерованный ряд чисел а1, а2,…, аn,…называется числовой последовательность.
Числовая последовательность называется возрастающей, если каждый ее член больше предыдущего, иными словами, если для всякого [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/49d5019b-ca06-497d-b080-94eaf29e5f9f.png] верно неравенство [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/7932620d-5b7f-4a34-b7c8-ea063eb1c352.png] .(аналогично дается определение убывающей числовой последовательности)
Последовательность называется монотонной, если она является либо возрастающей, либо убывающей.
Последовательность а1, а2,…,аn .. называется ограниченной, если для ее членов можно указать общую границу, т.е. если существует такое число С, что неравенство [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/1130c653-3b19-4fb0-98f7-07c0c05ddf0a.png] выполняется для всех номеров n.
Последовательность [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/9e63aa22-f0c8-4041-8117-87bc183bd015.png] ограничена снизу, если существует число m такое, что для любого n выполняется неравенство [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/b47bdea2-861f-4800-848a-5a0ef47c3d73.png]. Число m называют нижней границей последовательности.
Число b называется пределом последовательности [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/a5878559-e21f-4b79-9da9-d9fdcf85aaa9.png], если в любой заранее выбранной окрестности точки b содержатся все члены последовательности, начиная с некоторого номера.
При вычислении пределов зачастую появляются выражения, значение которых не определено. Такие выражения называют неопределённостями.
Теоретический материал для самостоятельного изучения
Пусть каждому натуральному числу поставлено в соответствие действительное число: числу 1 соответствует число а, числу 2 – а2, …, числу n – число аn и т.д. Тогда говорят, что задана числовая последовательность, и пишут а1, а2,…,аn или (аn), где а1, а2,…,аn – члены последовательности.
Занумерованный ряд чисел а1, а2,…, аn,…называется числовой последовательность.
Способы задания последовательностей.
Наиболее простой способ задания последовательности – это ее задание с помощью формулы общего члена, т.е. формулы, явно выражающей зависимость n-го члена последовательности от n.
Например, формула аn=2n задает последовательность четных чисел 2,4,6,8,… .
Другим важным способом задания последовательности является рекуррентный способ, при котором задается выражение, связывающее n-й член последовательности с одним или несколькими предыдущими.
Слово рекуррентный происходит от латинского слова recurrens, что означает «возврат». Вычисляя новый, очередной член последовательности, мы как бы возвращаемся назад и используем уже вычисленные предыдущие члены.
Например, рекуррентное соотношение an=an-1+2 вместе с уравнением a1=1 задает арифметическую прогрессию с первым членом 1 и разностью 2:1, 3, 5, 7,.. . Это не что иное, как последовательность нечетных чисел.
Так же последовательность может быть задана словесным описанием, в котором определяется процесс построения членов последовательности.
Свойства числовой последовательности.
Числовая последовательность называется возрастающей, если каждый ее член больше предыдущего, иными словами, если для всякого [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/81bfd7ec-f600-45c0-848f-789db6d637bf.png] верно неравенство [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/b443178b-bbcc-4896-8b24-88aa6cb5aaff.png] .(аналогично дается определение убывающей числовой последовательности)
Например 1, 3, 5, 7 2n -1,... — возрастающая последовательность.
Например [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/c1cecdc8-e791-4c43-b369-64921c3dfe8b.png] — убывающая последовательность.
Последовательность называется монотонной, если она является либо возрастающей, либо убывающей.
Последовательность а1, а2,…,аn .. называется ограниченной, если для ее членов можно указать общую границу, т.е. если существует такое число С, что неравенство [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/648247b5-55c5-4011-ae2f-1f53c5fbfed4.png] выполняется для всех номеров n.
Иными словами, последовательность (yn) ограничена сверху, если существует число М такое, что для любого n выполняется неравенство
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/98b074df-8171-4b3c-86d1-116b379d8fd9.png] Число М называют верхней границей последовательности.
Например, последовательность-1, -4, -9, -16,..., —п2 , ... ограничена сверху. В качестве верхней границы можно взять число -1 или любое число, которое больше, чем -1, например 0.
Последовательность (уn) ограничена снизу, если существует число m такое, что для любого n выполняется неравенство [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/be82e5c7-b32e-4579-97c2-df3bb8e463c1.png]. Число m называют нижней границей последовательности.
Например, последовательность 1, 4, 9, 16, ..., п2, ... ограничена снизу. В качестве нижней границы можно взять число 1 или любое число меньше 1.
Определение предела последовательности
Рассмотрим две числовые последовательности (уп) и (хп).
(уn):1,3, 5,7,9, ...,2n-1,...; (xn):[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/0749a597-ee5c-4aee-8666-a9ead43dd5ff.png]
Изобразим члены этих последовательностей точками на координатной прямой (рис. 1 для (уп) и рис. 2 для (хп)). Замечаем, что члены второй последовательности (хn) как бы « сгущаются» около точки 0, а у первой последовательности (уп) такой «точки сгущения» нет. В подобных случаях математики говорят так: последовательность (хn) сходится, а последовательность (уп) расходится.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/5160310a-8a36-42bd-80f8-bd56237daeb9.png]
Рисунок 1
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/18636978-bc43-43f6-a574-22da41417c5f.png]
Рисунок 2
Возникает естественный вопрос: как узнать, является ли конкретная точка, взятая на прямой, «точкой сгущения» для членов заданной последовательности. Чтобы ответить на данный вопрос, введем новый математический термин.
Пусть а — точка прямой, а r — положительное число. Интервал (а - r, а + r) называют окрестностью точки а (рис. 3), а число r— радиусом окрестности.
Какова окрестность точки 6, если радиус этой окрестности равен 0,02? Ответ: (5,98; 6,02), так как 6-0,02˂ 6 ˂ 6+0,02
a-r ˂ a ˂ a+r
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/5015349e-90b6-47c7-8b10-77cef10e7121.png]
Рисунок 3
Теперь мы можем ответить на поставленный выше вопрос. Но термин «точка сгущения для членов заданной последовательности» обычно заменяют термином «предел последовательности».
Число b называется пределом последовательности (yn), если в любой заранее выбранной окрестности точки b содержатся все члены последовательности, начиная с некоторого номера.
Пишут либо так:[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/179306df-7df7-4b7f-ac67-fa56ddab8154.png] (читают: уп стремится к b или уп сходится к b), либо так:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/ad6dd8db-ca4d-427e-b2d5-0b00d78a4f7d.png]
(читают: предел последовательности уn при стремлении n к бесконечности равен b; но обычно слова «при стремлении n к бесконечности» опускают).
Правила вычисления пределов последовательности
Пример 1: Дана последовательность [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/23a8cc0b-c9ae-4e9f-a762-b51fee226858.png]
- Как вы считаете, чему равен предел данной последовательности?
Докажем, что [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/4fd7e1f7-569f-4c84-aab1-6468acb87765.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/76ae001b-acc5-435e-bdc5-84583c59c282.png]
Рисунок 4
Возьмем любую окрестность точки 0, пусть ее радиус равен r (Рис.4). Ясно, что всегда можно подобрать натуральное число n0 так, чтобы выполнялось неравенство [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/a781d206-46af-4765-a316-d9330836cc53.png] . Если, например r=0.001,то в качестве n0 можно взять 1001, поскольку [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/71b20a74-466b-4d14-a014-a3c8ecbb2c4a.png]; если [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/e54e88ce-ac6b-47b0-9e35-1236943666e2.png], то в качестве n0 можно взять 5774, поскольку [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/96980d40-f146-4361-a797-8c32488f391e.png], и т.д. Но это значит, что член последовательности yn с номером n0 , т.е. [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/b2cdd4d8-f94a-4a2a-adcb-88b2e5b3bccf.png] , попадает в выбранную окрестность точки 0. Тем более в этой окрестности будут находится все последующие члены заданной убывающей последовательности [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/e39ce7e6-ad02-4600-96fd-4c049cf2fbfe.png].
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/62d03934-d0fc-40d8-9ec1-d8d78043331e.png]
Пример 2: Найти предел последовательности [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/edc242ed-1d10-4b60-80f8-a69a4e3f882d.png]
Здесь последовательность сходится к 0: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/d0ceca6c-fa8a-437d-bc41-1355b7681c74.png] или
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/c1fd2fc5-bd0a-475b-8a99-ed6678a9ae27.png]
Результат, полученный в примере 2, является частным случаем общего утверждения: если [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/7e21055a-b183-4cd6-b10f-6dcf84c98cdd.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/456d2959-732c-49e3-bcca-8d7474770ebf.png]
А что будет с последовательностью [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/fa5076d6-1039-41d1-9abe-25c5f1d18c9d.png], если [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/a3881636-de26-44b7-830d-7296ada37f8f.png]? Пусть, например, q=2, т.е. речь идет о последовательности 2,22,23,…,2n,… Эта последовательность явно не имеет предела (нет «точки сгущения»). Вообще, справедливо утверждение: если [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/3dd872c8-1831-4536-9442-6e7d5ec2bdf8.png], то последовательность[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/e428d089-c2b7-4a72-a2cd-05f332897f6e.png] расходится.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/9deeb1eb-f910-4880-b4a9-950a19409e82.png]
Например:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/57018a25-8c7d-4a98-8a6c-c95c68f200b7.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/884800c4-35ac-4f86-9fee-c25ea9008d76.png]
Правила вычисления пределов:
если
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/fa463357-2558-43e6-8f5e-fad84403de8c.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/bd06ea90-6ccc-431f-afd5-fea1341bcdd3.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/a60ed272-7834-4c38-bc16-278951bdde88.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/bbbb9f09-8f51-4b7f-bc13-89fbc36828a5.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/5a9f319a-9428-4274-8047-a9e4f17a3354.png]
Виды неопределенностей.
Но при вычислении пределов зачастую появляются выражения, значение которых не определено. Такие выражения называют неопределённостями.
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/d9815f55-2ce6-460e-8526-0da66c59bfac.png]
Основные виды неопределенностей:  
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/47aff136-0af0-4019-908c-191ce7d62fe3.png]
Раскрытие неопределенностей
Для раскрытия неопределенностей используют следующее:
· упрощают выражение функции: раскладывают на множители, преобразовывают функцию с помощью формул сокращенного умножения, тригонометрических формул, домножают на сопряженное, что позволяет в дальнейшем сократить и т.д., и т.п.;
· если предел при раскрытии неопределенностей существует, то говорят, что функция сходится к указанному значению, если такого предела не существует, то говорят, что функция расходится.
Разбор решения заданий тренировочного модуля
Пример 1.
Вычислите предел и выберите верный ответ из представленных:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/887ecfc8-54d5-4f2d-9384-f6306bda5be6.png]
1. 0,8
2. 0,5
3. -2
4. 1
 Решение:
При прямой подстановке, получается неопределенность:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/eeba2ec4-4f9d-4240-9e28-d599b5a6233b.png]
Разложим на множители числитель и знаменатель и вычислим предел:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/1de7fff5-39e1-4b33-bc9d-aa8342c1e383.png]
Ответ:
1. 0,8
2. 0,5
3. -2
4. 1
Пример 2.
Найти предел [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/11591085-794c-4c00-ae60-53a914a283ee.png]
В числителе и знаменателе находим x в старшей степени:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/dc2c278a-cd16-443d-9998-31ce1f23972b.png] 
Максимальная степень в числителе: 3
Максимальная степень в знаменателе: 4
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/bca195ec-4a29-4a7c-ac30-b345ae9702fe.png]наибольшее значение, в данном случае четверку.
Согласно нашему алгоритму, для раскрытия неопределенности [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/9ef284f1-f465-4721-861f-9ae379bea9ae.png] делим числитель и знаменатель на х4.
Разделим числитель и знаменатель на х4:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/4921/20190730112816/OEBPS/objects/c_matan_11_7_1/739fee30-b796-496a-ac1b-909ff868cb82.png] 
 «Способы задания и свойства числовых последовательностей»
 Изучение нового материала

Функции, область определения которых является множеством натуральных чисел или его частью, называются числовыми последовательностями. 
числовой последовательностью является 1,3,5,7,9...
Числа, записанные в последовательности, называются членами последовательности. Обычно их обозначают маленькими буквами, например, a1,a2,a3...an..., где индекс 1,2,3,4...n... после буквы a указывает на порядковый номер каждого члена последовательности. 
Общий вид последовательности — это (an), или  a1,a2,a3...an...
an называется общим членом последовательности, или n-м членом, где n — порядковый номер члена последовательности.
У натуральных чисел, считая от 1, десятый член последовательности — это a10=10.
  
Последовательность возможно задать, указав все её члены или указав общую формулу. Формула показывает, как найти любой член последовательности, если известен порядковый номер n.
Пример:
в последовательности, где общая формула an=3n, написать a) первые четыре члена; b) двадцатый член. 
 a) Если n=1, то вместо n в формулу подставляется 1:  a1=3⋅1=3; 
                  a2=3⋅2=6;
                  a3=3⋅3=9;
                  a4=3⋅4=12.
b) Если n=20, то вместо n в формулу подставляется 20: a20=3⋅20=60.
Числовая последовательность бесконечна, если вместо n можно подставлять любые другие натуральные числа (бесконечное множество).
2 устная работа

1 Назвать первые несколько членов последовательности натуральных чисел, кратных 3, взятых в порядке возрастания. Укажите ее первый, пятый, десятый, сотый и n-й члены.
Решение: 3; 6; 9; 12; … а1 = 3, а5 = 15, а10 = 30, а100 = 300, аn = 3n
2 Перечислите члены последовательности (хn), которые расположены между: а) х31 и х35, б) хn-2 и xn+2.
Решение: а) х32, х33, х34; б) xn-1, xn, xn+1.

3 Найдите первые шесть членов последовательности, заданной формулой n- го члена: хn = 2n – 1.
Решение: х1 = 1, х2 = 3, х3 = 5, х4 = 7, х5 = 9, х6 = 11.
3 способы задания числовых последовательностей:

. словесный
когда правило последовательности описано словами, без указания формулы.
Пример:
последовательность простых чисел: 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31...
. аналитический
— когда указана формула её n-го члена.
Пример:
1. yn=n2;
последовательность 1,4,9,16...n2...
Шаги решения:  n=1,2,3...
y1=12=1;y2=22=4;y3=32=9;y4=42=16;y5=...
 
2. yn=5(yn=C);
последовательность
5,5,5...5...(C,C,C...C...).
Шаги решения:
y1=5;y2=5;y3=5;y4=...
Последовательность yn=C называют постоянной, или стационарной;
. рекуррентный
— когда указывают правило, позволяющее вычислить n-й член последовательности, если известны её предыдущие члены.
 
- Арифметическая прогрессия — (an), заданная рекуррентно соотношениями: a1=a,an+1=an+d.
 
- Последовательность Фибоначчи — в которой каждое последующее число равно сумме двух предыдущих чисел.
an+1=an+an−11,1,2,3,5,8,13,21,34,55...
 
. графический
— график последовательности состоит из точек с абсциссами  1,2,3,4...
[image: hello_html_19505c53.png]

4 закрепление материала

Решение примеров
1 Запиши первые пять членов последовательности, если общая формула последовательности:  an=0,8n.
Вход
2 Найди три первые члена последовательности an=(−1)13n+13n и вычисли их сумму.
3 Дана последовательность, у которой  a1=9,  a2=6 и an=3⋅an−2−an−1.  Вычисли четвёртый член последовательности.

4Укажи номер члена последовательности yn=12−n5n+5, равного 825.
:

5 Свойства числовых последовательностей

1 Последовательность называется возрастающей, если для любого n∈N  выполняется неравенство an<an+1.
 
2 Последовательность называется убывающей, если для любого n∈N выполняется неравенство an>an+1.
 
3 Возрастающие и убывающие последовательности называются монотонными.
1. Последовательность, заданная формулой an=nn+1, является монотонной, возрастающей, т. к. разница an+1−an=n+1n+2−nn+1=1(n+1)⋅(n+2)>0.
то есть an<an+1.
2. Последовательность с общим членом an=1+(−1)n не является монотонной, т. к. a1<a2,a2>a3.
Последовательность называется ограниченной сверху, если существует такое число M∈R, что an≤M. При этом число M называется верхней границей последовательности.
 
Последовательность называется ограниченной снизу, если существует такое число m∈R, что an≥m. Число m называется нижней границей последовательности.
1. последовательность, заданная формулой an=n (1,2,3...n...), ограничена снизу, но не ограничена сверху.
2. Последовательность, заданная формулой an=(−1)nn;(−1,2,−3,4...(−1)nn...), не ограничена ни сверху, ни снизу.
Последовательность называется ограниченной, если она одновременно ограничена и сверху, и снизу.
6 Решение примеров на свойства
Вход 
1Начиная с какого номера все члены последовательности (xn) будут не меньше заданного числа A?
xn=5n−4; A=24.
Ответ:
2 Использование свойств функции в вычислении членов последовательности
Найди наименьший член последовательности и укажи его номер:
yn=4n2−19n+9.
 
3 Вычисление значения параметра р в ограниченной последовательности
При каких значениях параметра p последовательность yn=31n+p32n−1 ограничена сверху числом 1?
 
(В ответе первым выбери знак неравенства, потом введи число.
[bookmark: _GoBack]  
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