Правило умножения вектора на число
На предыдущих уроках мы рассмотрели понятие вектора, ввели определения коллинеарных, сонаправленных, противонаправленных и равных векторов. Научились складывать и вычитать векторы, ввели законы сложения. Теперь нам нужно научиться умножать вектор на число. Особенность данной операции состоит в том, что число – это просто численная величина, не имеющая направления, а вектор – это направленный отрезок, имеющий численное измерение и направление.
Рассмотрим такую ситуацию: по дороге едут два автомобиля, скорость одного – 30 км/ч, а второго – 60 км/ч. Очевидно, что скорость второго автомобиля в два раза больше скорости первого, и скорость второго можно выразить через скорость первого, умножив скорость первого на два.
Определение
Произведение ненулевого вектора [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137458/968fac60_c26a_0131_7578_3d765dfd91bb.png] на число k – такой вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137459/982a1b50_c26a_0131_7579_3d765dfd91bb.png], длина которого равна [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137460/99ccc960_c26a_0131_757a_3d765dfd91bb.png], причем векторы [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137458/968fac60_c26a_0131_7578_3d765dfd91bb.png] и [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137459/982a1b50_c26a_0131_7579_3d765dfd91bb.png] сонаправлены при [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137461/9b3a5e60_c26a_0131_757b_3d765dfd91bb.png] и противонаправлены при [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137462/9cc0dff0_c26a_0131_757c_3d765dfd91bb.png]. Произведение нулевого вектора на любое число – это нулевой вектор.
Пусть задан вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137458/968fac60_c26a_0131_7578_3d765dfd91bb.png] (см. Рис. 1). Вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137463/9e392210_c26a_0131_757d_3d765dfd91bb.png] – это вектор, направленный в ту же сторону, но длина его в два раза больше.
Вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137464/9fba1020_c26a_0131_757e_3d765dfd91bb.png] имеет длину, в два раза большую, чем вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137465/a14b4ab0_c26a_0131_757f_3d765dfd91bb.png] и ему противонаправлен.
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137466/a3176810_c26a_0131_7580_3d765dfd91bb.png]
Рис. 1
Законы умножения
Законы, которым подчиняется операция умножения вектора на число:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137467/a49d6d90_c26a_0131_7581_3d765dfd91bb.png] – сочетательный закон;
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137468/a6383b90_c26a_0131_7582_3d765dfd91bb.png] – первый распределительный закон;
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137469/a7c9af00_c26a_0131_7583_3d765dfd91bb.png] – второй распределительный закон.
Решение задач
Анализ данных законов показывает, что действия с векторами аналогичны действиям с алгебраическими выражениями.
Пример 1 – упростить выражение:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137470/a9604ca0_c26a_0131_7584_3d765dfd91bb.png]
Раскроем скобки:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137471/aafa30b0_c26a_0131_7585_3d765dfd91bb.png]
Приведем подобные:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137472/ac877630_c26a_0131_7586_3d765dfd91bb.png]
Пример 2: Дан отрезок АВ (см. Рис. 2). Точка С – середина отрезка, точка О – произвольная точка плоскости. [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137473/ae2090f0_c26a_0131_7587_3d765dfd91bb.png], [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137474/af8e4470_c26a_0131_7588_3d765dfd91bb.png]. Доказать, что вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137475/b1116010_c26a_0131_7589_3d765dfd91bb.png].
Решение:
1 способ: применим правило треугольника и выразим вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137476/b28d6b60_c26a_0131_758a_3d765dfd91bb.png] как сумму двух векторов:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137477/b417bc20_c26a_0131_758b_3d765dfd91bb.png]
С другой стороны: [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137478/b5a96540_c26a_0131_758c_3d765dfd91bb.png] 
Получили систему двух уравнений:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137479/b76eaf20_c26a_0131_758d_3d765dfd91bb.jpg]
Рис. 2
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137480/b8fbed80_c26a_0131_758e_3d765dfd91bb.png][image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137477/b417bc20_c26a_0131_758b_3d765dfd91bb.png]
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137478/b5a96540_c26a_0131_758c_3d765dfd91bb.png]
Сложим уравнения системы:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137481/ba979910_c26a_0131_758f_3d765dfd91bb.png]
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137482/bc3d1230_c26a_0131_7590_3d765dfd91bb.png], так как С – середина АВ, значит, модули данных векторов равны, но они противонаправлены, значит, их сумма – это нулевой вектор.
Получаем:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137483/bde5cb30_c26a_0131_7591_3d765dfd91bb.png]
Поделим обе части на два:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137484/bf873fc0_c26a_0131_7592_3d765dfd91bb.png]
Что и требовалось доказать.
2 способ:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137485/c138ab80_c26a_0131_7593_3d765dfd91bb.png]
Раскроем скобки и приведем подобные:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137486/c2cf7cc0_c26a_0131_7594_3d765dfd91bb.png]
Пример 3: Доказать, что средняя линия трапеции параллельна основаниям и равна их полусумме.
Мы знаем, что средняя линия трапеции соединяет середины ее боковых сторон, кроме того, мы знаем, что основания трапеции параллельны.
Воспользуемся правилом многоугольника и выразим вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137487/c43c96d0_c26a_0131_7595_3d765dfd91bb.png] как сумму векторов:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137488/c5bb1e10_c26a_0131_7596_3d765dfd91bb.png]
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137489/c72164f0_c26a_0131_7597_3d765dfd91bb.jpg]
Рис. 3
С другой стороны, [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137490/c89dd260_c26a_0131_7598_3d765dfd91bb.png]
Получаем систему уравнений:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137491/ca2f6610_c26a_0131_7599_3d765dfd91bb.png][image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137488/c5bb1e10_c26a_0131_7596_3d765dfd91bb.png]
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137490/c89dd260_c26a_0131_7598_3d765dfd91bb.png]
Выполним сложение уравнений системы, получаем:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137492/cbee7520_c26a_0131_759a_3d765dfd91bb.png]
Векторы [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137493/cd8588e0_c26a_0131_759b_3d765dfd91bb.png] противоположны и дают в сумме нулевой вектор, так как М – середина АВ, то есть модули данных векторов равны, кроме того, очевидно, что они противонаправлены. Аналогично векторы [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137494/cf2174d0_c26a_0131_759c_3d765dfd91bb.png] дают в сумме нулевой вектор. Таким образом, получаем:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137495/d0c69c40_c26a_0131_759d_3d765dfd91bb.png]
Поделим обе части на два:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137496/d2670560_c26a_0131_759e_3d765dfd91bb.png]
Таким образом, мы доказали, что средняя линия равна полусумме оснований. Кроме того, равенство вектора [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137487/c43c96d0_c26a_0131_7595_3d765dfd91bb.png] сумме [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/137497/d406f2e0_c26a_0131_759f_3d765dfd91bb.png] говорит о том, что прямая MN параллельна основаниям трапеции.
Итак, в данном уроке мы изучили операцию умножения вектора на число и сформулировали законы умножения. Кроме того, мы научились применять факты о векторах к решению различных задач.
 
Чтобы умножить вектор на некоторое число, следует умножить каждую его координату на данное число.
[image: https://cknow.ru/uploads/posts/2017-07/1500322508_snimok.jpg]



[image: https://cknow.ru/uploads/posts/2017-07/1500322513_snimok.jpg]


Свойства:


· Первоначальный вектор и вектор умноженный на некоторое число, который равный ему, являются параллельными.
· Если число, на которое умножался вектор, больше нуля, то новый вектор будет сонаправлен первоначальному. Если же число меньше нуля, то векторы будут противоположно направленны.
[image: https://cknow.ru/uploads/posts/2017-07/1500322516_snimok.jpg]
Тема: Векторы в пространстве
Урок: Разложение вектора по трем некомпланарным векторам. Задачи
Основные определения по теме векторы
Определение:
Вектором называется направленный отрезок. У вектора [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147932/4cc13f90_e589_0131_f3a2_12313c0dade2.png] точка А – начало вектора, точка В – конец.
Для вектора важна не только длина, но и направление.
Определение:
Коллинеарными называют векторы, принадлежащие одной и той же или параллельным прямым.
Коллинеарные векторы могут быть сонаправленными и противонаправленными.
Определение:
Равными называют коллинеарные сонаправленные векторы, длины которых равны.
Любой вектор можно единственным образом отложить от произвольной точки.
Для сложения векторов применяются правила треугольника, параллелограмма, многоугольника и параллелепипеда.
При умножении вектора на положительное число его длина умножается на это число, а направление остается неизменным. При умножении вектора на отрицательное число его длина умножается на это число, а направление меняется на противоположное.
Новым для векторов в пространстве относительно векторов на плоскости является понятие компланарности.
Определение:
Векторы называются компланарными, если при откладывании их от одной и той же точки они будут лежать в одной плоскости.
Разложение вектора на плоскости и в пространстве
Мы знаем, что если заданы два неколлинеарных вектора на плоскости, то любой третий вектор на той же плоскости можно однозначно разложить по этим векторам (рис. 1, 2):
[image: Векторы на плоскости]
Рис. 1. Векторы на плоскости
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147934/4f9a0d10_e589_0131_f3a4_12313c0dade2.png]
[image: Разложение вектора через два неколлинеарных]
Рис. 2. Разложение вектора через два неколлинеарных
Данный факт легко доказывается. Пусть [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147936/5260b020_e589_0131_f3a6_12313c0dade2.png]. Из точки С проводим прямую CB, параллельно вектору [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147937/53caa370_e589_0131_f3a7_12313c0dade2.png]. Получаем вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147938/5504aeb0_e589_0131_f3a8_12313c0dade2.png], коллинеарный вектору [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147939/5640bf30_e589_0131_f3a9_12313c0dade2.png]. Аналогично из точки С проводим прямую CА, параллельно вектору [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147939/5640bf30_e589_0131_f3a9_12313c0dade2.png]. Получаем вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147940/579ad5f0_e589_0131_f3aa_12313c0dade2.png], коллинеарный вектору [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147937/53caa370_e589_0131_f3a7_12313c0dade2.png]. Это означает, что существуют такие два числа х и у, причем единственные, что:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147941/5917b3c0_e589_0131_f3ab_12313c0dade2.png]
Вопрос на понимание компланарности векторов. Если вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147942/5a706080_e589_0131_f3ac_12313c0dade2.png] можно представить в виде [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147934/4f9a0d10_e589_0131_f3a4_12313c0dade2.png], где х и у – конкретные числа, то векторы [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147943/5bd34fb0_e589_0131_f3ad_12313c0dade2.png] и [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147942/5a706080_e589_0131_f3ac_12313c0dade2.png] компланарны.
Если заданы три некомпланарных вектора, то мы можем однозначно разложить любой заданный четвертый вектор через три заданных. Например, заданы некомпланарные векторы [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147943/5bd34fb0_e589_0131_f3ad_12313c0dade2.png] и [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147942/5a706080_e589_0131_f3ac_12313c0dade2.png]. Тогда любой вектор [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147944/5d34aac0_e589_0131_f3ae_12313c0dade2.png] можно представить в виде суммы: [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/147945/5eb688d0_e589_0131_f3af_12313c0dade2.png], где х, у и z – конкретные числа, причем для заданного вектора единственные. Эти числа называются коэффициентами разложения.
 
План-конспект урока по теме «Проекция вектора на ось»
                                                                               
Изучение нового материала
Начнем с понятия проекция точки на ось. Проекция точки — это основание перпендикуляра, опущенного из данной точки на ось. На рисунке 30 точка , — это проекция точки М на ось Ох, точка  — проекция точки N на эту ось.
А что такое проекция вектора на ось?
Проекция вектора на ось — это длина отрезка между проекциями начала и конца вектора на эту ось, взятая со знаком «+» или «-». Знак «+» берут, если угол между вектором и осью острый, а знак «-» — если угол тупой.
Обозначать проекцию вектора будем той же буквой, что и вектор, но с индексом внизу (например, ах — проекция вектора а на ось Ох).
На рисунке 31, а угол  между вектором и осью Ох острый, а на рисунке 31, б угол  — тупой. Поэтому проекция вектора а на ось Ох положительна (ах = А1 > 0), а проекция вектора b — отрицательна (bx=DlCl < 0).
[image: ]
А если вектор перпендикулярен оси? Тогда проекция вектора равна нулю (рис. 32).
[image: ]
Проекцию вектора можно выразить через его модуль и угол между вектором и осью.
На рисунке 31, a в треугольнике AВ, гипотенуза АВ = а, катет А = ах, а угол между ними равен . Следовательно, 
[image: ]
Проекция вектора на ось равна модулю вектора, умноженному на косинус угла между вектором и осью. 
Это правило справедливо при любых значениях угла .
Для тупых углов (см. рис. 31, 6) cos  < 0, и по формуле bx=b cos получится bх< 0 (как и должно быть по определению проекции).
А можно ли найти модуль и направление вектора по его проекциям на координатные оси?
Рассмотрим вектор d = АС, лежащий в плоскости хОу (рис. 33). Его проекции на оси Ох и Оу легко определить из рисунка: dx = 8, dy = 6. Из треугольника ACD по теореме Пифагора находим модуль:    [image: ]. Разделив AD на AC, получим cos  =0,8. По значению косинуса находим угол = 37°. Таким образом, вектор, лежащий в заданной плоскости, определяется двумя проекциями на оси координат. Вектор, произвольно направленный в пространстве, определяется тремя проекциями ах, aу, аг (рис. 34).
[image: ]
Обратим внимание на важное свойство проекций:
проекция суммы векторов на ось равна сумме их проекций на эту ось.
С помощью рисунка 35, а, б проверьте, что из равенства c=a+b следует [image: ]  При проверке не забывайте о знаках проекций.
[image: ]
I. Закрепление знаний
Главные выводы:
1. Вектор можно определить, задав его модуль и направление либо задав его проекции на оси координат.
2. Проекция вектора на ось — это длина отрезка, заключенного между проекциями начала и конца вектора на эту ось, взятая со знаком «+» или «-».
3. Если угол между вектором и осью острый, то его проекция на эту ось положительна, если угол тупой — отрицательна, если прямой — равна нулю.
4. Проекция вектора на ось равна произведению его модуля на косинус угла между вектором и осью.
5. Проекция суммы векторов на ось равна сумме их проекций на эту ось.
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